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МЕТОД РАСЧЕТА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО
СОСТОЯНИЯ ВАНТОВО-ОБОЛОЧЕЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

КОСМИЧЕСКИХ АНТЕННЫХ РЕФЛЕКТОРОВ1

Настоящая работа посвящена методу расчета напряженно-деформированно-
го состояния вантово-оболочечных конструкций сетчатых антенных рефлек-
торов космических аппаратов. Метод реализован в два этапа. На первом эта-
пе методом плотности сил из уравнений равновесия определяются началь-
ные координаты узлов вантовых элементов отражающей поверхности реф-
лектора. При этом на элементы наложены требования равномерного распре-
деления натяжений. На втором этапе полученные координаты и соответст-
вующие значения натяжений элементов используются как начальное при-
ближение в расчете напряженно-деформированного состояния рефлектора
геометрически нелинейным методом конечных элементов.

Ключевые слова: метод плотности сил, метод конечных элементов, гео-
метрическая нелинейность, сетчатый рефлектор, псевдообратная матри-
ца, нормальное псевдорешение.

Для развития средств мобильной связи и других коммуникационных устройств
необходимо создание космических развертываемых рефлекторных антенн с высо-
ким коэффициентом усиления, способных обрабатывать высокочастотный широ-
кополосный сигнал. Ввиду высокой стоимости проведения натурных эксперимен-
тов с конструкциями сетчатых рефлекторов, всегда актуален вопрос построения
адекватной математической модели для расчета его напряженно-деформиро-
ванного состояния (НДС). Кроме того, в математической модели важно учитывать
геометрически нелинейное поведение, поскольку даже в зоне упругих деформа-
ций у подобных конструкций возникают значительные перемещения их частей
под действием нагрузок [1].

В данной работе задача определения НДС рефлекторов решается методами не-
линейной теории упругости, где главным является уравнение равновесия относи-
тельно перемещений [2]. Аналитические решения этого уравнения можно полу-
чить только в самых простых случаях. По этой причине, в качестве численного
метода его решения выбран метод конечных элементов (МКЭ) с учетом геомет-
рической нелинейности [3]. Из опыта расчетов НДС сетчатых антенных рефлек-
торов [4, 5] установлено, что задача определения поля перемещений узлов конеч-
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но-элементной модели (КЭМ) имеет небольшую область сходимости. Поэтому
определение начального приближения, принадлежащего области сходимости, яв-
ляется важной задачей. В качестве начального приближения предлагается исполь-
зовать решения метода плотности сил [6], позволяющих определить равновесные
координаты узлов вантовых элементов отражающей поверхности рефлектора с
заданными ограничениями по натяжениям на элементы.

Метод плотности сил находит широкие приложения в расчетах вантовых мос-
тов [7], вантовых структур сетчатых рефлекторов [8, 9] и других конструкциях.
Заметим, что решаемые задачи в [8, 9] нацелены только на определение формы и
точности отражающей поверхности рефлектора без учета деформаций силового
каркаса. В работе предлагается двухэтапный метод расчета комплексной конст-
рукции рефлектора, учитывающий как деформацию силового каркаса, так и влия-
ние натяжений оболочки отражающей поверхности.

Этап 1. Формулировка матричного нелинейного метода плотности сил
для поиска начальной формы сети вантовых элементов

отражающей поверхности рефлектора

При поиске начальной формы сети вантовых элементов вводятся следующие
допущения [6, 7]: элементы сети рассматриваются в трехмерной декартовой пря-
моугольной системе координат Oxyz и являются прямолинейными отрезками по-
стоянного сечения, соединенные в узлах. Часть узлов считается свободными
(с искомыми координатами), часть – фиксированными (с заданными координата-
ми); отношение qi силы натяжения Ti i-го элемента сети к его длине li – постоянно
(плотность силы элемента):

const.i
i

i

T
q

l
= = (1)

Элементы сети не имеют веса; внешние усилия сосредоточены в узлах.
Начальная форма сети определяется решением линейной системы матричных

уравнений равновесия относительно координат её узлов и нелинейной системой
матричных уравнений, описывающих ограничения по натяжениям элементов [6]:
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Здесь CT[n×m], Cf[m×nf] – матрицы инцидентности, определяющие топологию
вантовой системы; m – общее количество элементов сети; n, nf – количество сво-
бодных и фиксированных узлов соответственно; Q[m×m] = diag(q) – диагональная
матрица плотностей сил элементов сети; x[n×1], y[n×1], xf[nf×1], yf[nf×1], zf[nf×1] –
векторы-столбцы искомых и фиксированных координат узлов элементов сети;
zпар[n×1] – вектор-столбец координат узлов сети на поверхности офсетного пара-
болоида отражающей поверхности рефлектора по оси Оz; fx[n×1], fy [n×1], fz [n×1]
– векторы-столбцы координат внешних сил, действующих в искомых узлах сети;

[ ] diag( )L r r× = l – диагональная матрица длин первых r элементов, на которые на-
ложены ограничения равномерного распределения натяжений (здесь и далее на
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это будет указывать знак черты сверху), [ 1]r ×q  – вектор-столбец плотностей сил,
T0[r×1] – вектор-столбец требуемых значений натяжений элементов сети.

В последнем уравнении системы (2), запись ( ( ), ( ), ( ))L x q y q z q означает, что
значения длин элементов зависят от вектор-столбца плотности силы. То есть это
уравнение является нелинейным относительно q.

Матрицы инцидентности CT, Cf определяются выражением [6]:
1для узла элемента =1.. ;

( , , ) [ , ] 1для узла элемента =1... ( );
0востальных случаях.

s f

i e m
e i j j e m i j

+⎧
⎪= = − <⎨
⎪
⎩

C C C (3)

Пусть D = CTQC, Df = CTQCf и det(D)≠0. Тогда решения первых двух уравне-
ний системы (2) имеют вид [6]

( )
( )

1

1

;

.

x f f

y f f

−

−

⎧ = −⎪
⎨

= −⎪⎩

x D f D x

y D f D y
(4)

Координаты вектор-столбца zпар узлов вантовых элементов отражающей по-
верхности рефлектора определяются уравнением поверхности офсетного парабо-
лоида, который является вырезкой из параболоида вращения (родительского па-
раболоида) круговым цилиндром с диаметром D. Схема поверхности офсетного
параболоида показана на рис. 1:
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Ф
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F

AX родX

Рис. 1. Схема поверхности офсетного параболоида
Fig. 1. Offset paraboloid surface diagram

Ось вырезающего цилиндра проходит через точку XO = D/2+XA и начало тех-
нической системы координат Oxyz офсетного параболоида. Ось Оx является каса-
тельной к поверхности родительского параболоида в точке О и расположена под
углом ϕ к оси ОродXрод.

Преимущество офсетной конфигурации отражающей поверхности над осе-
симметричной заключается в том, что в ней система облучения рефлектора, рас-
положенная в точке фокуса F, не загораживает отраженные электромагнитные
лучи [8]. Пересечение родительского параболоида и кругового цилиндра проис-
ходит по эллипсу с точками, лежащими в плоскости, параллельной Oxy. При этом
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ось аппликат Oz не проходит через центр этого эллипса. Такая конфигурация оф-
сетного параболоида называется стандартной [10]. В данной работе офсетный па-
раболоид рассматривается в системе координат O'x' y'z, полученной из Oxyz па-
раллельным переносом по оси Ox на величину ∆x таким образом, чтобы ось O'z'
уже проходила через центр эллипса. Выражение для ∆x имеет вид [11]

2 2 2
02

sinφ
8

A BX X X
x

F
− +

∆ = . (5)

Уравнение поверхности офсетного параболоида в смещенной технической
системе координат определяется меньшим решением квадратного уравнения [10]:

2 0,Az Bz C′ ′+ + = (6)

где

2

2 2

sin φ;
(4 cosφ 2sinφ( cosφ));

(2 cosφ cos 4 sinφ).
O

O

A
B F X x
C y x X x F

⎧ =
⎪ ′= − + +⎨
⎪ ′ ′ ′= + + ϕ −⎩

(7)

В (7) полагаем ; ; .x x x y y z z′ ′ ′= + ∆ = =  Меньшее решение (6) имеет вид

2 4
2

B B ACz
A

− − −′ = . (8)

Таким образом, задача поиска формы сети вантовых элементов отражающей
поверхности рефлектора сводится к определению такого вектор-столбца плотно-
сти силы q, который бы удовлетворял всем четырем уравнениям (2).

Для решения последнего нелинейного уравнения (2) применяется метод Нью-
тона, в котором по итерационной формуле

1k k+ = + ∆q q q (9)
определяется требуемое значение вектора плотности силы qk+1.

Шаг итерации ∆q рассчитывается следующим образом. Обозначив
*

0( ) ( ( ), ( ), ( ))= −g q L x q y q z q q T , запишем разложение функции *( )g q в ряд Тейло-
ра в окрестности начального приближения q0, ограничившись линейными члена-
ми [6]:

*
* 0

0
( )

( ) .
∂

+ ∆ =
∂

g q
g q q 0

q
(10)

Выражение (10) преобразуется к системе линейных алгебраических уравнений

0 ,T ∆ =G q r (11)

где [ ]
*

0( )T r m
∂

= ×
∂

g q
G

q
 – матрица Якоби, r0 = [r×1] = -g*(q0) – вектор-столбец

правой части.
Система (11) является неопределённой, так как в общем случае количество ог-

раничений r меньше количества неизвестных m. Поэтому из всех возможных ре-
шений ∆q выбирается минимальное по норме L2 из задачи оптимизации вида [6]

( ) min,
,

Tf⎧ = →
⎨
⎩

∆q ∆q ∆q
h(∆q) = 0

(12)
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где 0
Th(∆q) = G ∆q - r  – функция связи. Задача (12) решалась методом множите-

лей Лагранжа, где минимизировался функционал [7]:
,T TL(∆q,λ) = ∆q ∆q - 2λ h(∆q) (13)

где λ[r×1] – вектор-столбец множителей Лагранжа.
Стационарные точки (13) находятся из системы уравнений

0

;

.T

L

L

∂⎧
⎪⎪∂
⎨∂⎪
⎪⎩∂

= 2∆q - 2Gλ = 0
∆q

= G ∆q - r = 0
λ

(14)

Если det(GTG)≠0, то минимальное по евклидовой норме решение (14) имеет
вид:

 
( )

( )

1
0

1
0

;T

T

−

−

⎧
⎪
⎨
⎪∆⎩

λ = G G r

q = G G G r
(15)

Единственность ∆q можно доказать от противного. Действительно, пусть су-
ществует какое-то другое решение ∆q*, такое, что

*
0

*
;

.

T T⎧ ∆ = ∆ =⎪
⎨

∆ < ∆⎪⎩

G q G q r
q q

(16)

На основании (15) и (16), можно записать

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1* * *
0 0

0

0.
T T T T T T− −

∆ − ∆ ∆ = ∆ − ∆ = ∆ − ∆ =q q q q q G G G r G q G q G G r
����	���


(17)

Тогда, по свойству нормы имеем

( )2 2 2 2* * * *

0
2 2 2*

2

.

T
∆ = ∆ + ∆ − ∆ = ∆ + ∆ + ∆ − ∆ + =

= ∆ + ∆ + >

q q q q q q q q ∆q ∆q

q q ∆q ∆q

����	���


(18)

Таким образом, неравенство (18) противоречит неравенству в (16). Это доказыва-
ет, что решение ∆q является единственным минимальным решением задачи (12).

Заметим, что в выражении ∆q в (15) присутствует сомножитель ( ) 1T −
G G . При

расчете вантовой формообразующей структуры (ФОС) зонтичного рефлектора
[12], показанной на рис. 2, установлено, что определитель det(GTG) оказался
практически нулевым. Из курса линейной алгебры [13] известно, что определи-
тель det(GTG) может быть выражен через собственные значения матрицы GTG по
формуле

 ( ) 1det ... ,T
r= λ ⋅ ⋅λG G (19)

где λ1,… λr – собственные значения. На графике рис. 2 показано распределение
собственных значений матрицы GTG, соответствующее рассчитанной формообра-
зующей структуре рефлектора.
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Рис. 2. Вантовая формообразующая структура зонтичного рефлектора
и соответствующее распределение собственных значений матрицы GTG

Fig. 2. Cable shape structure of umbrella-type reflector
and corresponding eigenvalues distribution of matrix GTG

Установлено, что большинство собственных значений (854 значения из 858)
матрицы GTG меньше 1. Это означает, что det(GTG) ≈ 0 (либо равно 0), что, в
свою очередь, может вызвать проблемы обращения GTG, а значит, и вычисления
шага итерации ∆q. Во избежание проблемы обращения, в формулах (15) предла-
гается использовать псеводообратную матрицу Мура – Пенроуза, определяемую
SVD-разложением (Singular Value Decomposition) [13]:

( )T T
SVD SVD

+ +=G G V Σ U , (20)

где USVD[m×m], VSVD[m×m] – ортогональные матрицы (в общем случае разных

размерностей), 
1

1 1[ ] diag , , ,0, ,0
Ar

m m+ ⎛ ⎞
× = ⎜ ⎟⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

Σ … "  – матрица сингулярных чи-

сел 1 ... 0
Ar

σ ≥ ≥ σ > , где rA = rank(GTG). Использование псевдообратной матрицы
позволяет найти минимальное решение по норме первой системы линейных ал-
гебраических уравнений в (15) независимо от её вырожденности либо невырож-
денности и от числа обусловленности матрицы этой системы. В случае, когда

det(GTG) ≠ 0 имеет место равенство ( ) ( ) 1T T+ −
=G G G G [13].

Вектор-функция *
0( ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ))= = −g q g x q y q z q q L x q y q z q q T  является

сложной функцией. Применяя правило дифференцирования сложной функции,
получим выражение для матрицы Якоби GT:

*( )T ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
g q g x g y g z gG

q x q y q z q q
. (21)

Выражения для , ,∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

x y z
q q q

 имеют вид [6]

1 ;T−∂
= −

∂
x D C U
q

1 ;T−∂
= −

∂
y D C V
q

1 T−∂
= −

∂
z D C W
q

,
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где diag( ),=U u  diag( ),=V v  diag( ),=W w  ,f f= +u Cx C x  ;f f= +v Cy C y

.f f= +w Cz C z

Дифференцируя функцию ( ( ), ( ), ( ), )g x q y q z q q  по x, y, z, q, получим

; ; ;∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
g l g l g l gQ Q Q L
x x y y y z q

. (22)

На основании выражений для , , ,∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

x y z
q q q

(21) и (22) имеем выражение для

матрицы Якоби [6]

( )1 1 1 1T T T T
rm

− − − −= − + +G L QL UCD C U VCD C V WCD C W (23)

где rmL [r×m] – расширенная матрица L  на m − r нулевых столбцов, чтобы вычи-
тание в (23) было определено.

Итерационная формула (9) применяется до тех пор, пока *
1( ) ,k + ≤ εg q где ε –

точность вычислений.

Этап 2. Формулировка процедуры определения НДС рефлектора
геометрически нелинейным МКЭ

В общем случае задача определения НДС рефлектора основана на нелинейных
уравнениях теории упругости (уравнении равновесия, уравнении связи перемеще-
ний и деформаций, законе Гука) [11]:

0i
kj ij

k j

u
x x

⎛ ⎛ ⎞⎞∂∂
σ δ + =⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟∂ ∂⎝ ⎝ ⎠⎠

; (24)

1
2

ji l l
ij

j i i j

uu u u
x x x x

∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂
ε = + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

; (25)

0( )
1 1 2 1 2

Tm m m
ij ij ij ll ij ij

m m m

E Eν
σ = ⋅ ε + ⋅δ ε − ⋅ε + σ

+ ν − ν − ν
, (26)

где δij – символ Кронекера; ui, σij, σ0
ij, εij, T

ijε  = α·∆Tδij, – компоненты вектора пе-
ремещения узлов, второго тензора напряжений Пиолы – Кирхгофа, тензора пред-
варительных напряжений, тензора деформаций и тензора температурных соответ-
ственно; Em, νm, − модуль упругости и коэффициент Пуассона m-го материала со-
ответственно, α, ∆T – коэффициент температурного расширения материала, вели-
чина изменения температуры соответственно. Значения индексов i, j, k = 1…3.

Граничные условия по перемещениям и напряжениям имеют следующий вид:
0( ) ( ),i iu u= ∈ Ωx x x ; (27)

( ),ni
k kj ij i

j

u
n p

x
⎛ ⎞∂

σ δ + = ∈ ∂Ω⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
x x , (28)

где x = {x1, x2, x3} – вектор, определяющий положение точки в континууме Ω,
( )n

ip x – напряжение на границе ∂Ω, характеризуемое вектором нормали n. Также
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задаются поля начальных напряжений σ0
ij и температуры:

0 0

0 0
( ),
( ),ij ij

T T ⎫= ⎪ ∈ Ω⎬
σ = σ ⎪⎭

x
x

x
. (29)

Поле напряжений σ0
ij моделирует напряжения, которые должны установиться

в элементах конструкции рефлектора. С помощью поля температур T0 моделиру-
ется натяжение шнуров сети (за счет теплового расширения или сжатия).

Ввиду сложности решения задачи (24) – (29) аналитическими методами, при-
влекался нелинейный МКЭ, в котором уравнение (24) можно привести к нелиней-
ному матричному уравнению равновесия [11]:

( ) ,=K u u b (30)
где u – вектор-столбец неизвестных перемещений, K(u) – матрица жесткости, b –
вектор столбец правой части.

Уравнение (30) решается итерационным методом Ньютона – Рафсона, где ре-
шения МПС использовались как начальное приближение следующим образом. По
рассчитанным координатам узлов системы (2) строится КЭМ вантовой ФОС реф-
лектора. Далее, в ее элементах задаются начальные напряжения, рассчитанные по
формуле

МПС МПС
0

1

iS
=σ T , (31)

где Sj – площадь j-го вантового элемента TМПС – вектор-столбец натяжений с ком-
понентами, рассчитанными из формулы (1):

МПС
j j jT q l= . (32)

В вантовых (не рассчитанных по МПС) и оболочечных элементах также зада-
ются некоторые начальные значения напряжений вант

0σ , об
0σ  в зависимости от тре-

бований задачи, а в узлах КЭМ рефлектора задаются нулевые граничные условия
по перемещениям вида

МПС
КЭМ 1( ) , \= ∈ Ω ωu x 0 x , (33)

где ΩКЭМ – область пространства, занимаемая КЭМ рефлектора, МПС
1ω – область

пространства, занимаемая вантовыми элементами, рассчитанными по МПС. С фи-
зической точки зрения, условие (33) означает, что часть узлов КЭМ рефлектора
фиксирована в пространстве. После постановки граничных условий по напряже-
ниям и перемещениям производится первый расчет поля перемещений узлов
КЭМ рефлектора итерационным методом Ньютона – Рафсона, учитывающим
геометрическую нелинейность в программном комплексе (ПК) ANSYS. Далее по-
лученное решение u1 и соответствующие значения напряжений 1

вантσ , 1
обσ  ванто-

вых и оболочечных элементов используются как начальное приближение для по-
следующего расчета, но уже с измененными граничными условиями:

( )КЭМ 1 2( ) = , \ω ,МПС∈ Ω ∪ ωu x 0 x (34)

где ω2 – область пространства КЭМ рефлектора, на узлы которой уже не наложе-
ны условия нулевых перемещений (34), но сходимость метода Ньютона – Рафсона
при этом не нарушена. Граничные условия изменяются до тех пор, пока не будет
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получено поле перемещений узлов с изначально требуемыми граничными усло-
виями:

КЭМ
1

( ) = , \ ω ,
eN e

i
i

−

=

∈ Ωu x 0 x ∪ (35)

где e – количество элементов, на узлы которых не наложены условия нулевых пе-
ремещений (35), Ne – общее число элементов. Искомое решение соответствует на-
чальному НДС рефлектора. Окончательное НДС определяется настройкой отра-
жающей поверхности до минимального значения среднеквадратического откло-
нения (СКО) узлов отражающей поверхности от параболического профиля, опре-
деляемого уравнением (8).

Пример расчета НДС ободного рефлектора

На рис. 3 показана схема КЭМ ободного рефлектора, состоящего из балочных,
оболочечных и вантовых элементов, построенных в ПК ANSYS.

тыльная сеть
rear net 

силовой каркас
framework

регулировочные оттяжки
tension ties

фронтальная сеть
frontal net

cетеполотно
mesh

Рис. 3. Схема ободной КЭМ рефлектора в ПК ANSYS
Fig. 3. Reflector finite-element model in ANSYS

Фронтальная (тыльная) сеть, регулировочные оттяжки и шнуры, соединяющие
вертикальные стойки силового каркаса, моделировались элементами типа
Link180, работающими на растяжение. Их диаметр варьировался от 0.7 до 2 мм.
Отражающая поверхность (сетеполотно) моделировалась оболочечными элемен-
тами типа Shell180 без изгибной жесткости и толщиной 0.1 мм. Обод и стойки си-
лового каркаса моделировались балочными элементами типа Beam188 прямо-
угольного и круглого сечения с размерами 0.05×0.009 м и 0.01 м соответственно,
высота стоек – 1.96 м. Диаметр ОП рефлектора – 12 м, фокусное расстояние – 8 м,
клиренс – 1.125 м. Механические характеристики материалов КЭМ: модуль упру-
гости силового каркаса, вантовых элементов, сетеполотна, составили 2·1011 Па,
15.45·106 Па, 1.3·106 Па соответственно, коэффициент Пуассона – 0.3.

Этап 1. Согласно методу расчета, на первом этапе находится равновесная форма
фронтальной (тыльной) сети рефлектора из решения задачи (2). На рис. 4 показана
равновесная форма фронтальной (тыльной) сетей и соответствующее распределе-
ние натяжений в их элементах. Узлы на ободе считались фиксированными.

Из рис. 4, а видно, что значения перемещений узлов фронтальной (тыльной)
сетей практически нулевые при значениях натяжений в элементах, показанных на
рис. 4, b и c. Кроме того, значения натяжений на рис. 4, b практически равны це-
левому значению 10 Н. Это свидетельствует о правильном решении задачи (2).
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a b c

Рис. 4. КЭМ фронтальной (тыльной) сети и регулировочных оттяжек, рассчитанных по
МПС: а – распределение перемещений узлов, м; b – распределение натяжений в элементах
фронтальной (тыльной сети; c – распределение натяжений в регулировочных оттяжках, Н
Fig. 4. Reflector frontal (rear) net and tension ties finite-element models calculated by force
density method: a – frontal (rear) net node displacements, m; b – frontal (rear) net tensions
distribution, N; с – tension ties tensions distribution, N

Этап 2. Рассчитанные значения координат в МПС узлов ФОС использовались
для построения конфигурации КЭМ рефлектора, приближенной к равновесной, а
значения натяжений её элементов использовались как граничные условия по на-
пряжениям. Значение начальных натяжений в сетеполотне и вантовых элементах,
соединяющих стойки, составили 2 Н/м и 20 Н соответственно. Кроме того, край-
няя правая стойка на рис. 5, c) считалась фиксированной, т.е. в ее узлах задава-
лись нулевые граничные условия по перемещениям. В результате расчета получе-
но поле перемещений узлов рефлектора и соответствующие значения сжимающих
усилий в элементах силового каркаса.

a b c

d e f

Рис. 5. Параметры НДС рефлектора: а – распределение перемещений узлов рефлектор, м;
b – распределение сжимающих усилий в ободе, Н; c – распределение сжимающих усилий в
стойках, Н; d – распределение натяжений в элементах ФС, Н; e – распределение натяжений
в элементах оттяжек, Н; f – распределение натяжений в вантовых элементах, соединяющих
стойки, Н
Fig. 5. Reflector stress-strain state parameters: а – reflector node displacements, m; b – rim axial
forces N; c – column axial forces N; d – frontal net tensions, N; e – tension ties tension, N;
f – tension forces in the cables connecting framework columns, N
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Благодаря использованию решений МПС, расчет НДС рефлектора произведен
сразу с изначально требуемыми граничными условиями. Однако в других приме-
рах может потребоваться процедура последовательного изменения граничных ус-
ловий по перемещениям.

На рис. 5, d наблюдается разброс натяжений в элементах ФС. Это объясняется
воздействием натяжений сетеполотна и влиянием деформаций силового каркаса.

При этом величина СКО ( )2
0

1

1 TN

T i
T i

T T
N =

∆ = −∑ натяжений Ti элементов фрон-

тальной сети от целевого значения T0 = 10 Н составила 1.03 Н, где TN – количест-
во элементов. Для уменьшения ∆T рекомендуется учитывать в правых частях
уравнений равновесия (2) натяжения оболочки сетеполотна.

Ключевым параметром, характеризующим радиотехнические характеристики
и точность рефлектора, является величина СКО отклонения узлов КЭМ ОП от по-
верхности офсетного параболоида. Чем меньше эта величина, тем выше коэффи-
циент усиления антенны [10]. В предложенной работе СКО выражено формулой

( )
1/ 2

2СКО
СКО

1

1 N

j
j

z
N =

⎡ ⎤
δ = ∆⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ , (36)

где ( )СКО КЭM парz
j j j jz z u z M∆ = + − + , ( )КЭM пар

1

N
z

j j j
j

M z u z N
=

= + −∑  – среднее от-

клонение, N – количество узлов ОП. ( )пар КЭМ КЭМ
пар ,x y

j j j j jz z x u y u= + + – значения,

вычисленные по формуле (8), КЭМ
jx , КЭМ

jy , КЭМ
jz  – координаты узлов КЭМ ОП,

x
ju , y

ju , z
ju  – координаты вектора перемещений узлов КЭМ ОП. Наличие констан-

ты среднего отклонения М в (36) обусловлено тем, что КЭМ ОП аппроксимирует
искривленный участок офсетного параболоида плоскими фигурами, расположен-
ными по одну сторону от касательной плоскости к параболоиду. Это приводит к
появлению систематической погрешности, которую необходимо компенсировать.
Естественный способ компенсации – введение поправочного слагаемого (см., на-
пример, [14]). Иногда удается воспользоваться одинаковостью компенсирующих
слагаемых в ячейках КЭМ [14]. Но в нашем случае избран подход, основанный на
усреднении погрешности по отклонениям отдельных улов КЭМ.

Величина δСКО изменялась до минимального постоянного значения с помощью
изменения длин регулировочных оттяжек. Регулировка происходила за несколько
итераций в круге 5 м. При этом δСКО изменялась от 0.932 до 0.929 мм. Заметим,
что конечное значение δСКО близко к начальному. Это также можно отнести к эф-
фективности решений МПС, определяющих геометрию ОП рефлектора, прибли-
женную к равновесной.

Заключение

Сформулирован двухэтапный метод расчета НДС вантово-оболочечных кон-
струкций сетчатых антенных рефлекторов. Метод основан на комбинации нели-
нейных МПС и МКЭ.

На первом этапе предложено использовать решения нелинейного МПС для
вантовых элементов как начальное приближение в нелинейном МКЭ. При этом
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шаг итерации плотности силы предлагается рассчитывать через псевдообратную
матрицу Мура – Пенроуза в случае плохо обусловленной матрицы GTG.

На втором этапе предлагается использовать процедуру последовательного из-
менения граничных условий по перемещениям в МКЭ при расчете НДС рефлек-
торов.

Метод успешно апробирован на 12-метровом ободном сетчатом рефлекторе.
На первом этапе решения МПС верифицированы решениями МКЭ. На втором
этапе решение задачи определения НДС получено сразу с требуемыми граничны-
ми условиями. Кроме того, значения СКО узлов ОП изменились незначительно в
процессе настройки регулировочными оттяжками. Это свидетельствует о эффек-
тивности решений МПС для данной конструкции.

Если с помощью решений МПС не удается определить НДС рефлектора сразу
с требуемыми граничными условиями, то рекомендуется использовать процедуру
последовательного изменения граничных условий по перемещениям узлов КЭМ,
описанную выше.
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Cable-membrane space reflectors are widely used in the modern space industry. They are
essential for communication, monitoring, and observation of the Earth and space objects.
Experiments with actual reflector structures are quite expensive. Thus, effective calculation
techniques should be applied to describe the reflector behavior under operative loads. A specific
feature of such structures is its geometrical non-linear behavior, i.e., significant displacements of
the elements under loads. Therefore, geometrical nonlinear governing equations of elasticity
theory should be applied in describing the mathematical model of the reflector. The exact solution
of these equations could be found only in the simplest cases. Thus, numerical methods for such
equations should be used. This paper presents a two-stage calculation method of the stress-strain
state for reflector structures based on force density and finite-element methods. The first stage
embraces the calculation of the cable element shapes for reflector frontal (rear) nets by the
nonlinear force density method. It has been proved that, in some cases, calculating the force
density vector iteration step could be challenging due to the ill-conditioned matrix being a
component part of this vector. To exclude this problem, the Moore–Penrose pseudoinverse matrix
was applied. In the second stage, the calculated reflector frontal (rear) net shapes and
corresponding values of cable tension were used as an initial estimate in determining the reflector
node displacement field via the nonlinear finite-element method. The reflector stress-strain state is
determined using a solution sequence in which every next solution involves the previous one as
an initial estimation.
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